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Série de TD N° 2 

Opérateurs linéaires bornés 


Exercice 1 

1) Déterminer par deux méthodes différentes les formes linéaires définies de 
[R 2 vers IR. Généraliser le résultat son démonstration de IR" vers IR tel que n e N*. 

2) Déterminer les applications linéaires définies de IR" vers IR'" tel que 
n, m e N*. 

3) Donner trois exemples de formes linéaires et applications linéaires pour les 
deux questions précédentes. 

4) Est-ce que les formes linéaires et applications linéaires des questions 1) et 2) 
sont continues ? 


Exercice 2 

Soient (F, II. || F ), (E, ||. || f ) deux espaces vectoriels normés montrer que: 

A g L(E, f) o (V(x„) n c E; x„ ^ 0 => Ax n -> o), ( oü lÇe, f) espace des formes 


Exercice 3 

Soit E = C([-l, 1 ], IR) on définie 1’application de E dans IR : 

V/ c /•; : /.(/) -./(()) 

1) On muni E de la norme de la convergence uniforme vérifier que L g E' puis 
calculer \\L\\ Er 

2) On muni E de la norme ||. || l montrer que L n’est pas continue. On peut 
utiliser la suite de fonction 

1 -w|x|; x e [^, 1] 


fn(x) = 


0 


sinon 



Exercice 4 

Soit (E, II . || £ ) un espace vectoriel normé on veut montrer que il rYexistes pas 
deux applications linéaires continues A, B tel que \AB -BA = I. 

Aide 

On suppose qu’il existe A, B e L(E ) tel que: AB -BA = I 

1) Démontrer par récurrence que: \/n e N* : AB n -B n A = n B n ~K 

2) En utilisant la dernière relation de récurrence démontrer que ceci contredit 
le fait que :A,Be L(E) 


Exercice 5 

Soientr = C‘([0, 1 ], IR) muni de la norme ||. et ( L„) n une suite de fonction 
définies de E dans R par 

/ M> L„(f) = n \A\) -AO)], n e N*. 

a) Montrer que pour tout n de N*(Z„) est une forme linéaire continue sur E. 

b) Montrer que: 

VfGE lim L n (f)=L(f) =f{ 0). 

n -> oo 

c) L est-elle continue? Peut-on appliquer le théorème de Banach-Steinhaus? 


Exercice 6 


Soient (E , ||. H^) = (c([0, l], IR), ||. H^) et ( T n ) n une suite d’applications 
définies par T n : E -> K 

f» T n (f) = n A x ) dx, n e N*. 

1) Montrer que pour tout n de N*, T n appartient à E’. 

2) Calculer ||r„ ||, n e N*. 

3) Montrer que: 

V/g E/ lim T n (f) = r(/) =A0). 


4) En déduire que Test continue puis calculer sa norme. 

On suppose maintenant que E est muni de la norme fondamentale 

5) Montrer que pour tout n de N*, ||r„ || < n. 

6) En s’aidant de la fonction /définie par 

f 1 si 0<I< ir, 


A x ) = < -2 nx + 2 si^-<x</ 


montrer que: 


0 si / < x < 1 , 


Vn g N* || T n || = n. 

7) En déduire que ( T n ) n n’est pas équicontinue. 


r 



1 • 


8) Montrer que TrYest pas continue, c-à-d: 

Vc>Oa/o eE/\T(f 0 )\ > c\[f 0 
(on pourra utiliser la fonction : 


Ãx)= < 


n pourx = 0 
-n 2 x + n pour 0 < x < 4-, 
0 pour -±- < x < 1.) 


9) Quel résultat cela paraít contredire? Pourquoi? 


Exercice 7 

E = C([0, 1 ]) est 1’espace des fonctions continues sur [0, 1 ], à valeurs 
complexes. 

On considère les deux espaces normés E x = (E, ||. H^) et E 2 = (E, ||. || j oü 

I1/1L = sup (m\;< e [0, 1 ]) et 11/11, = j; mdt. 

On désigne par/TappIication identité de E\ dans E 2 . 

1) Montrer que / est bijective, continue. Quelle est sa norme? 

2) Montrer que / 1 n’est pas continue (on pourra utiliser la suite f n (t) = t n ). 

3) En déduire que E 2 n’est pas complet. 


Exercice 8 

Soit E = C 1 ([O, 1 ]) 1’espace des fonctions définies sur [0, 1 ], à valeurs 
complexes, continüment dérivables, etF = C([0, 1 ]) 1’espace des fonctions 
continues définies sur [0, 1 ], à valeurs complexes, tous deux munis de la norme 

II * II oo* 

Soit T : E -+ Fdéfini par V/ e E, Tf = f. 

On note G{T) = {(f, Tf)\fe Ey le graphe de T. 

1) Montrer que G(T ) est fermé dans ExF. 

2) Montrer que rn’est pas continue (on pourra utiliser la suite 
f n e E,f„(x) = x n ). 

3) Expliquer le résultat. 



